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THEOREME 6.1 (Noyau-Image). Soit ¢ : V — W une application lineaire avec V' de dimension

finie. On a
dim V' = dim(ker ) + dim(Im ¢).

COROLLAIRE 6.1 (Critere de bijectivite). Soit ¢ : V +— W une application lineaire entre espaces

de dimension finie. St
dim(V') = dim(W) QR vl =v

alors est conditions suivantes sont equivalentes
(1) ¢ est injective.
(2) ¢ est surjective
(3) ¢ est bijective.



THEOREME 6.2 (Dimension de I’espace des applications lineaires). SiV et W sont de dimensions
finies, alors Homg (V, W) est de dimension finie

dim(Homg (V, W)) = dim V. dim W.
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DEFINITION 6.4. Une application lineaire, £ : V — K, de V wvers le corps K est appelee "forme
lineaire”. On note [’espace des formes lineaires par

V* := Hompg ., (V, K)
et on l’appelle le dual de V.

DEFINITION 6.5. Soit B = {e1, - ,eq} une base de V', siv € V s’ecrit
v=2o1.€1 + -+ T4.€4,
pour i < d, le scalaire x; est la i-eme coordonnee de v dans la base %. On note ce scalaire

x; = e; (v).



THEOREME 6.3. Soit Z une base de V', la famille
B = {el, - eyt C V"
est une base de V*. On a
o 1 si1=
Vi,j < d, ej(e;) =0di=; = :
b (€5) ! {0 sii# j
DEFINITION 6.6. La base
B ={el, -, ey CV”
s’appelle la base duale de la base A.

COROLLAIRE 6.2. Soit £ :V — K une forme lineaire. On a

d
L= le;)e].
=1

Autrement dit, les coordonnees de £ dans la base * sont donnees par les ({(€;))i<a (ie. les valeurs
de ¢ en chacun des e;, i < d).
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LEMME 6.1. L’application &;; : V +— W est lineaire, de rang 1, d’image K f; et de noyau
ker&;j = (@ - {ej}> =Ke + -+ K.ej_l + K.ej+1 + .-+ K.eq

I’hyperplan vectoriel engendre par les vecteur de la base 28 moins le vecteur e;.



DEFINITION 6.7. Soit V,W des K-EV de dimensions finies d,d’ et
B = {el,--- ,ed} et 93, - {fl,-“ ,fdl}

des bases de V et W et B* ={ej,---,es} CV* la base duale de A.
Pour i < d', 7 <d les applications lineaires definies par

. * -
EijrveViej(v)fieW
sont appellees applications lineaires elementaires associees aux bases B et B'.

THEOREME 6.4 (Une base de 'espace des applications lineaires). La famille des applications
lineaires elementaires
By = {&,;, i <d, j<d} CHomg_.,(V,W)

forme une base de Hompg _¢,, (V, W).
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DEFINITION 6.8. L’ensemble des d.d’ scalaires (m; j)i<a j<da donnes par
(6.2.2) mi; =17 ((e;)).

sont les coefficients de ¢ dans la base By 4 ou encore la matrice de ¢ relative aux bases B, X' .
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PROPOSITION 6.7. Soit ¢ : V +— W une application lineaire et (m;;)i<a. j<d les coordonnees de
¢ dans la base By 5. Alors pour k =1,--- ,d le. d-uplets

(mi,k)igdf
sont les coordonnees de p(ey) dans la base HA'.
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PROPOSITION 6.9. Soit
o, Vs W

deuz applications lineaires et (mij)i<dar j<d, (Nij)i<d’ j<d leurs coordonnees dans la base By . Pour
tout A € K, \.p + 1 est lineaire et ses coordonnees dans la base By 5 sont donnees par

(Amij +nij)i<a j<d-
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THEOREME 6.5. Soient (njr)j<da k<a les coordonnees de ¢ dans la base By 5 et (mij)i<ar j<d
les coordonnees de ¢ dans la base By g . Alors les coordonnees (lik)i<dar k<d de 1 o ¢ dans la base
B 2 sont donnees par

d/
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DEFINITION 6.9. Soit ¢ : V — W wune application lineaire. L’application duale ©* de ¢ est
l'application
oWV
qui associe a une forme lineaire ¢’ : w € W — V'(w) € K, la forme lineaire sur V obtenue par
pre-composition par p:
x V -
() =Lop: U(p(v))







PROPOSITION 6.10. L’application duale
0 eW*—=LlopeV*

est lineaire:
QO* c HOH’IK(W*, V*)
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(1) (Linearite) Montrer que 'application
o : p € Hom(V, W) — ¢* € Hom(W*, V™)
qui a une application lineaire associe ’application lineaire duale est elle meme lineaire:
A+ @) = X" + ¢
En d’autres termes
o* ¢ Hom(Hom(V, W), Hom(W™*,V*)).
(2) (Anti-morphisme) Soit ¥ : W — Z. Montrer que
(Yop) =g oy
(3) (Involutivite) Montrer que si le bi-dual V** est identifie (canoniquement) a V' via I’isomorphisme
evale : v € V i (L — L(v)) € V**

alors la duale de la duale qu'une application est ’application elle-meme:

(™) = .



THEOREME 6.6. Soit ¢ : V +— W une application lineaire; X et B' des bases de V et W et
(mij)i<dar.j<d les coefficients de ¢ dans la base By # et (frn,;f,,;) j<di<d les coefficients de ¢* dans la

base associee aur bases duales Y. 'y
(Bz 2)" = B.ﬁ*..ﬁ'*:\)"(&' &‘4 \'\QM\V] }V )

. /-
mi; =m;j, 1 <d, j<d.
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THEOREME 6.7 (Rang de 'application duale). Soit ¢ : V +— W wune application lineaire et
* : W* — V* sa duale, alors on a
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- M: Do you know what I'm talking about ¢

- N: The Matriz 7

- M: Do you want to know what IT s ¢
The Matriz is everywhere. It is all around us.
Even now, in this very room.
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DEFINITION 7.1. L’espace vectoriel (Kd/)d s’appelle U'espace des matrices de dimension d' x d a
coefficients dans K et est note

My xa(K) = {(mij)icar j<a, mij € K}

Un element de My «q(K) est appelle matrice de dimensions d' x d ou juste une matrice d' X d.

, 5/77111 miz -+ m1d\
L ma21 M2 -+ Mg

iy
\mdq Mmgqrg - md/d/

N

x oo codldornec L

AL ’f a onwﬁ. Qe (’f&mz, m()a(gw%;

§ 3 afpo&{m’r m;a g (oW 2, onmeL
R downe le % olonne a Qau(u%

a,ﬂpm-ﬁ o//\," M{a-

M = (mij)igdr j<d =\




DEFINITION 7.2. Soient B C V, B’ C W des bases comme ci-dessous et By C Hom(V, W)
la base de Hom(V, W) associee. L’application reciproque C’Lg; , sera egalement notee

matg 2 : Hom(V,W) — Mg xq(K).

Ezxplicitement, si on la la decomposition ¢ = Y Y mij(p)Eij alors on a
iSd’j<d

miq nipa *#¢ midq
mo1 moo2 - mad
matg z(¢) = (Mi;(9))igd,j<d =
mqgr1 Mg - Mgrd

La matrice matg 4(p) est appellee matrice associee a @ dans les bases B,%'. Rappelons que pour
tout 1 < j < d, (m; ;())icar est Uensemble des coordonnees de limage p(e;) de e; € % dans la
base A’ : ie.

ples) = Y mi(p)fi.

1<i<d’
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DEFINITION 7.3. Soient B CV, ' C W des bases. Soit
v==x1.€1+ -+ x9€0€V
un vecteur decompose dans la base AB. Alors la matrices

L1

L2
Colgz(v) = e Ligy(v) = (z1 -+ za)

Ld

sont appellees respectivement

— la matrice colonne associee a v dans la base A,
— La matrice ligne associee a v dans la base A,

Ces applications sont des isomorphisme entre V' et Coly(K) et Ligy(K).
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DEFINITION 7.4. Soit une matrice

mi11 Mi12 <+ Mid
mMo1 Moo =+ T4
M = , , € My wq(K).

Mgy Mgro = Myrd

Pour 7 < d (resp. i < d'), la j-ieme colonne de M (resp. la i-ieme ligne de M ) est la matrice
colonne (resp. ligne)

miy
M2,
Col; (M) = , € Coly (K), resp. Lig,(M) = (m;1 mi2 --- myq) € Lig, (K
J ) 2 d

mq j

Cer Qv\‘ijvz'e«gﬂt la L-ieme Q\ng, A 1ene cJPam
Soat Pinedtives: M Jxd (RF—Co y(R)

kaLigo\(K>
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Addtior Jf X PoA.@s xaﬁafm
\'\ J’M\CV\) d w K-ev ou &)th%

(’A* O\OV\VQ{L ’)a.r

= (mld)t& V‘-z(v‘ld)t& GMA’,@' (K)

N+n:.= (W\i6+f\.ia, )\a'

Nek A= ()
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DEFINITION 7.5. Soient d,d',d" > 1 et M € Mgryqa(K), N € Mg xq(K), on defini le produit
des matrices M et N comme etant la matrice

L:=MN € Mgrq(K)

avec
d’

L = (lik)iga k<d € Marxa(K) et iy := 27711'_»,'-723,'1\'-

J=1
Soient d,d’,d” > 1, on a donc defini une application ”produit de matrices”

o M (K) x Mysa(K) > Marca(K)
' (M, N) — L=MN"
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THEOREME 7.1 (Proprietes fonctionelles du produit de matrices). Soient d,d’,d” > 1 et Mg« q (K),
My wa(K), Mgr«q(K) les espaces de matrices correspondants.
L’application "produit de matrices”

Marxa (K) X Marxa(K) +  Marxa(K)
(M, N) —  M.N

a les proprietes sutvantes

(1) Distributive a gauche: pour N € K, M,M' € Mgrxqa (K), N € Mg xq(K),
(AM+ M').N =XM.N+ M'.N.

(2) Distributive a droite: pour N € K, M € Mgryxqa(K), N,N' € Mg xqa(K),
M.(AN+N")=XMN+ M.N'.

(3) Neutralite de lidentite: pour M € Mg xq (K),

Idg».M =M, MIdgy =M

(4) La matrice nulle est absorbante: pour M € Mgy q (K),
Ogrrr g -M = 0ginrgr;, M.Ogrg = 0grg-

(5) Associativite: Soit d"' > 1 et L € Magnwar(K), M € Mgrxq (K), N € Mg xqa(K) alors
(L.M).N = L.(M.N) € Mynya(K)

Pwule,




